高斯函数
1、 定义
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[image: image587.png]


，
[image: image2.wmf][

]

x

是不超过x的最大整数，称
[image: image3.wmf][

]

x

为x的整数部分。y=
[image: image4.wmf][

]

x

称为定义在实数集上的函数，即取整函数，又称为高斯函数。由定义知，
[image: image5.wmf][

]

x

x

£

，故
[image: image6.wmf][

]

0

³

-

x

x

，称
[image: image7.wmf][

]

x

x

-

为x的小数部分，记作
[image: image8.wmf]{

}

x

。y=
[image: image9.wmf]{

}

x

称为x的小数部分函数。
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二、性质

   1、
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   3、y=[x]是不减函数，即若
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   4、[x+n]=n+[x],{x+n}={x},其中x∈R,n∈N.

      证明：因为n+x=n+[x]+{x}及0≤{x}<1,

            所以n+[x]≤n+x<n+[x]+1

            又因为n∈Z,n+[x]∈Z,

            由整数部分定义得[n+x]=n+[x].

   5、[x+y]≥[x]+[y],其中x,y∈R，且{x}+{y}≥{x+y}
      证明：x+y=[x]+[y]+{x}+{y},0≤{x}<1,0≤{y}<1

            x+y=[x+y]+ {x+y}

            即[x]+[y]+{x}+{y}=[x+y]+ {x+y}

            因为{x}+{y}≥{x+y}

         所以[x+y]≥[x]+[y]

     说明：{x}+{y}≥{x+y}是显然成立的。

           0≤{x}+{y}＜2

           若{x}，{y}都小于1/2
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 特别地，
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 特别地
[image: image31.wmf][

]

[

]

x

x

n

n

£

，
[image: image32.wmf]+

Î

R

x


7、
[image: image33.wmf][

]

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

n

x

n

x

，其中
[image: image34.wmf]N

n

R

x

Î

Î

,


   
[image: image35.wmf][

]

[

]

x

n

nx

=

ú

û

ù

ê

ë

é

，
[image: image36.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

mn

x

n

m

x


证明：（1）因为
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（2）将
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三、定理
定理1、
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      此式说明：不大于
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例如100到1000的整数中是11的倍数的数的个数为
[image: image64.wmf]81

9

90

11

100

11

1000

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é


如1到99有
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定理2 在
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证明：由于
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是质数，因此
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此定理说明
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（2）用
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推论2 贾宪数
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故
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由推论1知
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定理3 （厄米特恒等式）
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证明：引入辅助函数
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四、例题

1、求指数

例1 
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       =398+79+15+3=495

   说明：
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中末尾零的个数由5的指数决定。

例2 写出30！的标准分解式。

解：30！=
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例3 求1000！质因数分解式中质数3的指数（498）
例4求
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例5 在乘积(n+1)(n+2)…(2n)的质因数分解式中，求出质因数2的质数。(n)

解：(n+1)(n+2)…(2n)=
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则分解式中质因数2的指数为
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，即2的质数为
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例6、从992到1992的整数中，有多少个数是7的倍数？

解：易知从1到991共有
[image: image121.wmf]141

7

991

=

ú

û

ù

ê

ë

é

个数是7的倍数，
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所以从992到1992的整数中共有284-141=143个数是7的倍数。

又991！的质因数的分解式中，7的指数为
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在1992！的质因数的分解式中，7的指数为


[image: image124.wmf]329

5

40

284

...

7

1992

7

1992

7

1992

3

2

=

+

+

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é


329-163=166，所以
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例7、求出
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由牛顿二项式定理知
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其中分母的个位数字为3，分子的个位数字为9，故商的个位数字为3。

例8、求使
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下面讨论
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   总之，原不等式对任意
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所以对于任意质数
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2、求整数部分
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例3、对任意的
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例4、证明方程
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因N为整数，矛盾。所以原方程无解。
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不等式两边分别相加得
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练习：
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3、 解方程

在这里称为取整方程，也就是方程中含有取整函数或小数函数。在解这类方程时，主要是利用一个实数可以分解成整数部分和小数部分，在利用取整函数的定义，求出未知量的值。
例1、 解方程
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例2、 解方程
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例3、 解方程
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即为原方程的解。

例4、 解方程
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解得 
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即为原方程的解。

例5、 解方程
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例6、 解方程
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例7、 解方程
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整理得
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解得   
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例8、 解方程
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解法一：与例4相同 
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解法二：由原方程得
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4、解不等式

例1、解方程
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神断星期几

某天是星期几的公式
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这里
[image: image399.wmf]x

表示公元的年数，
[image: image400.wmf]c

是从这一年的元旦算到今天（包括这一天在内）的天数，求出
[image: image401.wmf]M

后除以7，其余数就表示那一天是星期几。

例、问中华人民共和国成立那一天是星期几？（1949.10.1）
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所以中华人民共和国成立那一天是星期六。

第八讲  高斯函数

1、 知识概要

1， 定义：设
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2，性质
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证明：由于
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是素数，所有
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，所以命题成立。

高斯函数是非常重要的数学概念。它的定义域是连续的，值域却是离散的，高斯函数关联着连续和离散两个方面，因而有其独特的性质和广泛的应用。

解决有关高斯函数的问题需要用到多种数学思想方法，其中较为常见的有分类讨论（例如对区间进行划分）、命题转换、数形结合、凑整、估值等等。

2、 解题示例

例1，若实数
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解：等式左边共73项，且因
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例2，计算：
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解：由题意得：对于任意的
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说明：本例采用了分组凑整的思想。

例3，对自然数
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及一切实数
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证明：对任意的自然数
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，构造函数
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注：本例的证明采用了“两边夹”法则。

例5，解方程
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注：本例中方程为
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综上所述，原方程的解是：
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例7，解方程
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解：对于次数较高的含
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例8，证明：若
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证明：本例采用“构造法”。
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都能被质数
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3、 巩固练习

1，计算
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的整数解。
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6、在1至1996中有多少个整数
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7，试证明：对任意实数
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